Polinomok — rovid osszefoglalo
Ert. Az f = (ao;al;az;...) sorozatot komplex egyiitthatdju polinomnak nevezziik,

ha a;;a.;a,;...€ C és Jk e N ugy, hogy Vn=k;ne N esetén a, =0.
Ezen értelmezés alapjan a=(a;0;0,0;...)e R szdm
X = (0;1;0; 0; O;...) polinom — elnevezése: hatdrozatlan
Hasonléan értelmezziik: X?=(0,0,1;0;0;...) ; X° =(0,0;0;1;0;...);..; X" =(05;...;0;1;0;0;...)
n darab
Tétel. Barmely f =(ay;a,;a,;...a,;0;0;...) komplex egyiitthatji polinom felirhat6
f=a,+aX +a,X*+..+a X" alakban, mely az illetd polinom algebrai alakja.
Ert. Az f =a,+aX +a,X’ +..+a,X" € C[X] polinom helyettesitési értéke egy o € C szdmban:
fla)=a,+aa+a,d’ +..+a,a".
Ert. Az o € C szdm gybke az f € C[X] polinomnak, ha f(a)=0:
Tétel. Egy f e C[X] polinom (x—c) polinommal valé osztdsi maradéka: r= f(a).
Bézeut-Tétel. Egy f e C[X] polinom akkor és csak akkor oszthaté az (x—c) polinommal, ha f (a)=0.
Tétel. Haaz f =a,+a X +a, X’ +..+a X" e C[X] polinom, grf =n, gydkei a;;a,;...;a, € C szdmok, akkor
fakovetkez6 alakban bonthato szorzatta: f =a, (x— al)(x -a, ) (x -a, ) .

Jelolések-tudnivalok:
feC [X ] - f komplex egyiitthat6ju polinom

fe R[X ] - f val6és egyiitthatju polinom
-ha a+ib gydke f e R[X]-nek, akkor a—ib is gydke
- minden f e R[X ] polinom felbonthato legfeljebb mdsodfoki valos egyiitthatoju

polinomok szorzatdra
f €Q[X] - fraciondlis egyiitthat6ji polinom

~ha a++b gyoke f e Q[X] -nek, akkor a—+b is gyoke
f € Z[ X]- fegész egyiitthatjii polinom
- feZ [X ] egész gyokei a { £ szabad tag oszt6i} halmazban kereshetd

- f € Z[X] racionalis gyokei a {i szabad tag osztol } halmazban kereshet

dominans egyutthato osztoi
Maradékos osztds tétele. Bairmely f,ge K [X ] , 8§ #0 polinomok esetén egyértelmiien léteznek a ge K [X ] és
r e K[ X] polinomok tigy, hogy f =g-g+r és grr<grg,
ahol (K;+;-)kommutativ test. (Azaz K[X] lehet C[X], R[X] vagy Zp [X])
Megjegyzések:
1) Ha egy f eR[X] polinomnak egy g=ax’+bx+ceR[X] polinommal valé osztdsi maradékat kell

meghatédrozni, akkor felirjuk a maradékos osztés tételét felhaszndlva, hogy a maradék polinom legfeljebb
elséfoku lehet, azaz r=mx+n. Igy a kovetkezé Ssszefiiggéshez jutunk: f(x)=g(x)-g(x)+mx+n,
ahovd behelyettesitve a g x, gyokeit m-ben és n-ben egy egyenletrendszerhez jutunk, mivel ekkor
g (xl. ) =08 f (xi ) -t ki lehet szdmitani.

2) Egy polinom egyiitthatdinak osszege: f (1) =a,+a,+a,+..+a,.

3) Egyes feladatokndl haszndlhaté még az f(-1)=a,—a, +a, +...+(-1)"q,
4) Ha egy polinomr6l igazolni kell, hogy nem minden gyoke valds, akkor altalaban azt kell igazolni, hogy
XX+t x, =8 -2, <0.

S)Ha feZ [X ] esetén a domindns egylitthat6 1, akkor a raciondlis gyokok csak az egész gyokok.

6)Ha feZ [X ] esetén a szabad tag 1, akkor az egész gyokok csak t1 lehetnek.



Viéte féle képletek
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ax] +bx} +cx, +d =0
ax; +bx; +cx, +d =0

Felhasznaljuk, hogy ax} +bx? +cx, +d =0

a(xf+x§+x§’)+b()clz+xzz+)c32)+c(xl +x2+x3)+3d =0

ahonnan kifejezhet (xf +x + X ) , mivel x7+x; +x; =87 -2S, .
Polinom tobbszoros gyokei
A kovetkezdkben K alatt egy (K ;+;-) kommutativ testet értiink.( Azaz K [X ] lehet C [X ] , R [X ] vagy Z, [X ])
Ert. Az f=a,+aX +a,X*+..+a X" e K[X] polinom formalis derivdltja: Df =a, +2a,X +...+na X"".
Ert. Az a € K szém k-szoros gybke az f K[X] polinomnak, ha f = (x—a)k g, q€ K[X] , q(a) =0.

Tétel Ha a;a,;...;a, € K kisk,;...;k, -szeres gyokei az f € K[X] polinomnak,
akkor f=(x—a,)" (x~a,)" -r(x—,)" -q, geK[X], q(a)=0;
ha még teljesiil, hogy grf =n és k +k,+..+k, =n,akkor f :(x—al)k‘ -()c—ozz)k2 cr(x—a, )k”

Tétel Ha o € K k-szoros gyoke az f € K [X ] polinomnak, akkor (k—l) szeres gyoke Df -nek.
Azaz:ha a € K k-szoros gyike az f € K[ X | polinomnak,
akkor gyoke a Df -nek, . p® f -nek, pv f -nek, ..., pt f -nek, de nem gyoke p® f -nek.

Polinom felbonthatésaga

Ert. Az fek [X ] , gr f =21 polinom reducibilis K felett, ha l1éteznek olyan p,q e K [X ] polinomok,

amelyekre f =p-q, grp>1, grq>1. Ellenkezd esetben f polinom irreducibilis.
Tételek:
1. Minden elséfoku f e K [X ] polinom irreducibilis K felett.

2. Minden elséfokt f € R[X | polinom irreducibilis R felett.
A masodfoku f e R[X ] polinom irreducibilis R felett, ha nincs valds gyoke,
mert ha x;;x, € R gyokok, akkor f =a(x—x1)(x—x2).
Minden mésodfokuindl nagyobb fokszdmu f eR[X ] polinom reducibilis R felett.
3. Minden elséfoku feC [X ] polinom irreducibilis C felett.
Minden els6foktinal nagyobb fokszamu f e C [X ] polinom reducibilis C felett.
4. Ha fekK [X ] és gr f =2 vagy gr f =3, és f-nek nincs gyoke K-ban, akkor f irreducibilis K felett.
Ha f e K[X] reducibilis K felett és gr f =2 vagy gr f =3, akkor f-nek van gydke K-ban.

Megjegyzés: f €Z [ X] estén a 4. tételt hasznéljuk (p-primszam).



